Capitulo 2
OPERACOES COM MATRIZES

Definicao:
Matriz é um quadro de nimeros, denominados entradas da matriz,
dispostos em m linhas e n colunas, e por isso diz-se que a matriz é de

tamanho m x n (ou de tipo m x n).

Exemplo:

2 1] 2 ]
3 0 3
11 |1 2 -1 0] =y

tamanho 3 x 2  matriz linhal x n matriz coluna m x 1

2 0
[ 3 =2 ] matriz quadrada tipo n x n ou ordem n

Notacao:
A notacao para uma matriz A de tipo m x n (em primeiro lugar temos o

numero de linhas e depois o nlimero de colunas) €

d11 412 ... dip
d21 a2 ... d2p
A =
dml dm2 --- dmn af}' ou AU

¢ o elemento que ocupa a posicao ou a entrada (/./)
= encontra-se na linha / e coluna j




Definicao:
Seja A = [ajj] uma matriz quadrada de ordem n.
Os elementos ajq. ap.. .., ay, formam a diagonal principal da matriz A.

® Matriz diagonal (os elementos fora da diagonal principal sio nulos)

i 0O 0] 0 0 O
0 — 0 0 0 0] =0,
0 0 0 0 0 N
_ _ _ - Matriz nula

de ordem 3”

® Matriz escalar (é diagonal e os elementos da diagonal principal sio
todos iguais)

_ ’Matriz ldentidade de ordem 3”

Matriz triangular superior (as entradas abaixo da diagonal principal

/ sdo nulos)

Matriz triangular inferior
0 01/
0

Definicao:
Duas matrizes A e B dizem-se iguais se tiverem o mesmo tamanho e as
entradas correspondentes iguais. Neste caso, escrevemos A = B.

Aij=8ij
para i=1,2,...m, j=1,2,...,n



Soma de Matrizes

® Sejam

2 -1 5 2
A= 3 0 , B=1|2 2
245 —1+2 71
A+ B = 342 042 | = 5 2|,
—-1+0 1-1 -1 0

Obs: S6 se somam matrizes do mesmo tipo.

® Seja @ =3, como definir aA?

3x2 3x(-1)
3A = 3x3 3x0

3x(—-1) 3x1

I
1
|
w@@
|
'f.-d'ﬂ:}w
—

Definicao:
Sejam A = [aj] e B = |bj] matrizes de tipo m x n. A soma da matriz A
com a matriz B, que se denota por A + B, € a matriz de tipo m x n cuja

entrada (/,]) é o elemento a;; + bj;, isto é,

(A+B)ij = (A)j + (B)j = aj + by,

Sejam A = [aj] uma matriz de tipo m x n e a um escalar. O produto aA
€ a matriz de tipo m x n que se obtém multiplicando cada entrada de A

por cx, isto é,
(aA)y = a(A)y = aay.

Proposicao:
Sejam A, B, C matrizes de tipo m x n e «, (3 escalares. Tem-se:

O A+B=B+A QA+(B+CO)=(A+B)+C
Q (af)A=a(fA) =F(aA) @ a(A+ B)=aA+aB

O (a+B)A=aA+ BA
QO (—a)A= —(aA) = a(—A) em que —A significa (—1)A.



Produto de Matrizes
@ Produto por um matriz coluna:
Uma matriz pode ser subdividida em matrizes coluna

11 | (12 | (113 | (14
—A = o | (199 | (193 | 24 = [ Cfl CTQ 6_13 (._T;L }
31 | (32 | 133 | (134

(1]
em que C; = | ag; | € a j-ésima coluna de A, com 5 = 1,2, 3,4,
(13
- - -
- | 2 Av _ P — O] 4 2o e e
X = AX = = = It —|—,I.2.3—|—.I.3.3—|—,I.4.4
X'
| P4
ran rol19 radqs Lgti14
= | I1a9 |+ | Taagr [+ | Eadey |+ | Tadoy
ras ral39 3z Lqtizg

T1l1] + Tadye + T3y + T4y
= T1l91 + T9d9y + T3y + T4y
| 031 + ro032 + 13033 + X434

Definicao:

Se A é uma matriz m x ne X € uma matriz coluna n x 1, entdo o produto
AX é uma matriz coluna m x 1 que resulta da combinacao linear das

matrizes coluna de A, (4. G, .. .. (,, tendo como coeficientes (da
combinacao linear) as entradas de X, isto €,

X1

AXZ[CI G ... Cn] =x10 +x0G + ...+ x,C.



Observacao:

Considere o sistema de m equacgdes lineares a n incognitas
F
aiixy +awxe + ... +anxn, = b
\
L 9dmlX1 T+ am2X2 + ... T~ @mnXn — bm
d11 d12 ... dlp X1 b
i dml 9dm2 --- 9dmn i | Xn | i i bm
O sistema anterior pode ser escrito na forma
i a11Xy + ayeXo + ...+ aypXy ) i bl )
| dm1X1 T am2X2 T ... T dmpXn i i bm i
a1l a12 d1n by
_‘-"ml_ _3m2_ _amn_ _bm_
a11 412 ... @dln X1 bl
<~ : ; ; L= L | |AX =B




© Produto de duas matrizes:

Considerem-se A detipo mxs

B detiposxn
11 112 (s bi1 b1o bin
A ”--.21 i’fr.zz -f’i:z.s B bor | baa | .. b?n
| ml L2 Ums | bs1 b2 ber,
6}11 6}1) E)lﬂ
b') 1 E)') 2] E}zﬂ.
AB = A _ _ _ iqusBs;r:ﬂ. — men
EI*".51 3352 bsn
— A[By|...|B,] = [ABy| ... |AB,
Atencao:

® Repare-se que o numero de colunas de A é igual ao niumero de linhas
de B para podermos efectuar o produto AB.

® A matriz AB tem tantas linhas quantas as da matriz A e tantas
colunas quantas as da matriz B.

Questéo: E o produto de Matrizes comutativo?

1
A

-1

e[ 7]

—

1 -2
AB:[O 2]

A~ |

AB + BA




Atencao: Nunca fazer

L

AB= { )

Ae a

—1

9

s

1

|

(i,j) da matriz AB nao e Ajj.Bj;

—1

(AB)ij # Aij-Bij

Exerciciol: Efectue se possivel o produto das matrizes

—1

e B =

1 2
-1 2
2 0
2 0

Questao: Conseguimos conhecer a entrada (AB)jj sem efectura o
produto das duas matrizes?

A entrada (AB); esta na j-ésima coluna de AB:

d11

AB,

dml

d12

dm2

dls

dms |

blj

i admil i

E, nesta coluna, esta na i-ésima linha:

(AB)j — bijain +...+ bgais = [ai1 ... ai




(AB);; é o produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima
matriz coluna de B.

ExercicioZ: Determinar (AB),, para as matrizes

1 -1 20 _11
A= 0 1 1 1]eB=]|,
1 -1 11
_2_

Exercicio3: Considere a Matriz identidade 1, e A=[ajj] uma
matriz 72 X 1 Efectue o producto In A.

1 [} [} 11 tl1n
0O 1 ... 0 lo1 W9 Loy — ’)

1] [

U [} ]_ 1 Up2 o0 Upp

Proposicao:
Sejam A. B. C trés matrizes de tipo adequado por forma a que as
operacoes indicadas se possam efectuar, e cv um escalar. Tem-se:

1. A(BC) = (AB)C (associatividade da multiplicacio)
2. A(B+ C)=AB+ AC (distributividade)

3. (B+ C)A = BA+ CA (distributividade)

1. a(AB) = (a¢A)B = A(aB)



Matriz Transposta

A_| 02
[—13 4]@mn

Definicao:

Seja A uma matriz m x n, entao a matriz transposta de A, denotada por
AT & a matriz n x m que se obtém de A transformando as linhas de A em
colunas de AT, isto &,

(AT); = (A);i.

Proposicao:
Sejam A, B matrizes de tipo adequado por forma a que as operagoes
indicadas se possam efectuar, e v um escalar. Tem-se:

(1) (AT)T — A
Q@ (A+B)T =AT BT
Q@ (AB)T =BTAT
Q (aA) =a(A)T
® 1 3 5]
A=|337| —~_ .~ Al'-9
|5 7 8]
4 5 T AT
° ;’4 p— —lj l'_") IS /\/ : = ’)
7 =8 0|
Definicao:

Uma matriz A diz-se simétrica se AT = A e hemi-simétrica (ou
anti-simétrica) se AT = —A
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Questao:

Quais as matrizes simultaneamente simétricas e hemi-
simétricas ?

Proposicao:

Sejam A. B matrizes simétricas e cv um escalar. Tem-se:
Q AT € simétrica
Q@ A+ B € simétrica
© A é simétrica

O AB € simétrica se, e so se, AB = BA.

Matrizes Elementares

Recordar : Ha 3 Transformagfdes elementares nas linhas 900
Definicao:

Chamamos matriz elementar a qualquer matriz que se obtém da matriz
identidade efectuando uma e uma sé transformacao elementar.

Quais das matrizes sao elementares?

1 0 0 010 1 -3 0 1 30
0 -2 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 00 1 0 0 1 010
(2 0 0]
0 3 0 Para que servem estas matrizes?
00 1)
Proposicao:

Sejam A uma matriz do tipo m x n e E uma matriz elementar de ordem
m. Se efectuarmos em A a mesma transformacao elementar que
transforma I, em E, obtemos EA.
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Exemplo:
1 2 3 4
A_l2 0 1 1]

® Efectue a transformacao elementar 1 <12

1 2 34 — 2011
2011 <=2 ]1234

ou

10 . 0 1 2011]
_ FA=|
[(11]11<—»12[1()] 2 [1234

® Efectue a transformacéo elementar l1 < 3l

1 23 4 — 369 12
201 1| L<=3 201 1

ou

10] — [30 369 12
— F FA=1
[()1]1“_»351 [01] E [201 1]

® Efectue a transformacao elementar [y — (—2l1 + lo) .

1 2 3 4 — 1 2 3 4
201 1| h—=(h=24) |0 -4 -5 —7

ou

10 — 1 0 3
03] bt |2 1|E EA=
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Matrizes Invertiveis
Todo o nimero real, nao nulo, tem um inverso para a multiplicacao

aa”l=a71la=1.

(S0 matrizes quadradas)
Definicao:
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é invertivel se
existir uma matriz B tal que

AB=1, e BA=I,

Se A n3o é invertivel diz-se singular. \

“B éainversade A”

Al=p
Exemplo:
2 1 L -
- — 2 2 - -
Se/—'l_lo 1]&8_[0 lltemosAB_BA_fg
. Aéinvertivel e A'1=B. ? B é invertivel ?

Exercicio3: Averigue se a matriz A é invertivel.

=[53]

Obs: Qualquer matriz quadrada com uma linha nula € singular_
Questao: Quantas inversas pode ter uma matriz invertivel?

Resposta: Suponha-se que B e C sao inversas de A. Entao,

AB=BA=1,, AC=CA=1,.
Assim,
C =1,C = (BA)C = B(AC) = Bl, = B.
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Algumas Propriedades:

Proposicao:

Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n, entao AB é€ invertivel e
(AB)_I — B 1A

Dem:

Questao:
E a sbma de matrizes invertiveis uma matriz invertivel?

Definicao:
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Define-se

A =, Ak = A*1A para ke N

Proposicao:
Para quaisquer r,s € N, A matriz de ordem n, tem-se:

o (Ar)s — Ars
Q ATAS = Arts

Sejam A uma matriz invertivel, o um escalar nao nulo e k € Ny. Entao:
Q@ Al éinvertivel e (A1) = A
Q@ AX éinvertivel e (AK)™! = (A1)k = Ak
© oA éinvertivel e (a/A)™! =a~1A-1

Exercicio4:

Ainversade A= | 2 1| ¢at=|2 2
Inversa de A = 0 1 e — 0 1|

Qual a inversa de A2??
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Que matrizes sabemos serem inveriveis?

° 3000 130 0 0
020 0 Al 0 1/2 0 0
Alooso|” """ 0 0 1/50
0001 0O 0 0 1

M;triz diagonal cu_jas entradas da diagona] principal sdo nao nulas_

< _ _ _ _
1 000 1 000
0010 0010
B=| Bl=| = =
0100 TN 0100
0001 0001

(1300] 1 -300]
0100 ) 1 0

c=l 0oy Y I I 1 0
{0010 O 0 10
0001 0 0 01

- = Matrizes elementares - -

Proposicao:

Seja E uma matriz elementar de ordem n. Entdo E € invertivel, a sua
inversa € matriz elementar e

©Q Se E resulta de |, pela transformacdo I; —— |;, entdo E-1=FE

@ Se E resulta de |, pela transformacao I; — al;, entdo E ~1 resulta de
I, pela transformacao [ — é;‘;.

© Se L resulta de I, pela transformacao l; — [; 4+ al;, entao E -1
resulta de I, pela transformacao l; — I; — al;.
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Cracterizacao das matrizes Invertiveis

Teorema:
Seja A uma matriz de ordem n. As afirmacoes seguintes sao equivalentes:

Q A é invertivel
Q@ r(A)=n
Q A forma de escada reduzida de A é |,

© A pode escrever-se como produto de matrizes elementares.

Exercicio5: Averigue se a matriz A é invertivel.

> 2 0]
a)A:[l _1] W A=| 0 1 o0
—2 2 1 11

Cc) Escreva a matriz A da alinea b) e a sua inversa como o produto
de matrizes elementares.

Obtencao da matriz inversa

Questao: Como obter a inversa de um matriz invertivel?

Seja A uma matriz invertivel de ordem n. Entao,

_ > |
K transformacdes elementares 1

Mas cada transformacao elementar corresponde a multiplicar a
esquerda por uma matriz elementar. Sejam E1, E»,...,E essas

matrizes. Assim,

| |n=Ek--- E2E1A
Entao, 1

Al=E,. . EEq.
Além disso, l

A=Eq1Ey, 1 BT
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Concluséao: Técnica para averiguar se A € invertivel e obter a
sua inversa.

p Matriz de ordem n

Ll . Elementares

Af e = Matriz em f.e. obtida de A

A ndo é
invertivel

A é
invertivel

T. Elementares

Af er =Matrizem f.e.r. obtida de A= |

Exercicio6: Determine, caso exista, a inversa da matriz




